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第 0 章预备知识 


本章的第一部分简要介绍本书中需要用到的与微积分无关的若千预备知识：关 

于实数、直角坐标系、复数、数学归纳法的一些结果.第二部分则介绍本书中用到 

的关于微积分的若干预备知识.第1章和第2章将会介绍向董代数及其在解析几 
何中的应用，这两章不会用到微积分中的任何知识，而且这两章的内容为由第3章 
幵始介绍的线性代数的抽象处理提供了动力和实例.在第3章到第7章中，微积分 

仅在某些例题和习题中偶尔出现，微积分出现的地方将会清楚地标示出来，而且即 

使跳过也完全不会影响对本书的阅读. 

线性代数和微积分虽然是两门完全不同的学科，但是线性代数的一些最重要的 

应用需要微积分中诸如积分、导数和无穷级数等概念.熟悉一元微积分对理解这些 

应用，特别是最后三章中介绍的微分方程中的应用，毫无疑问是至关重 要的. 同时， 
线性代数的应用也使得对微分方程的理解显得更为自然 • 


I. 与微积分无关的预备知识 


0.1 用直线上的点表示实数 


实数可以用几何方法表示为直线上的点.在直线上先取定两个点，左边的点表 
示0,右边的点表示1,如图 0.1 所示，这样的取法给定了这个表示的单位长度.由 
欧氏几何的公理可知，每一个实数在此直线上都有且仅有一个点与之对应.相应地， 
此直线上的每一个点都有且仅有一个实数与之对应.我们通常称这条直线为实直线 
(real line ) 或实轴 (real axis ), 称实数 z 所对应的点为点我们用记号 R 来表示实 
数全体所组成的集合. 

若 : r < y ， 则点 x 在点2/的左边，如图 0.1 所示.任意正实数: c 对应的点在零 
点 右方; r 长度处，任意负实数 x 对应的点在零点左方 N 长度处. 


图 0.1 实数在直线上的几何表示 


0.2 用平面上的点表示实数对 

平面上的点可以用实数对来表示.选定平面上两条相互垂直的参考 直线： 一条 

















































;为 复数乘法定义的两个理由. 

' 几何解释•模与辐角 

























所以由这个自相矛盾的推断可知我们之前进行的假设不〗 
表示命题“没有最大的整数”，我们用反证法证明5为: 
6大的整数，设它为 n ， 而1也是整数且大于 n ， 这与我 
f 盾> 所以 S 为真. 

本节的最后，我们给出一个和上例有关的令人 惊奇的 定理， 
理如果存在最大正整數 n， 則 n= 1. 


II . 关于微积分的预备知识 

书的最后三章将讨论线性代数在线性微分方程和微分方程 I 
部分复习在这些应用中需要用到的微积分知识.我们将从$ 


0.15 导数概念 


-个定义在实轴的某一区间上的实值函数/,它的导数是对 
















(7) 零导数定理 若某个函数在一个开区间内的所有点上 f 
函数在此区间上的值为一个常数. 

这个定理表明若两个函数在某个幵 
区间上的导数相同，则在此区间内，它们 表 , 

的函数值的差为一个固定常数. ―- 

m. 

0.17 一些初等函数的导数 ^ 

本书的最后三章将会用到一些初等 cosfc " 

函数的导数，表 o.i 给出这些函数的导数，-±- 

其中设 n 和*为任意非零实常数. 


导数在运动学的研究中有重要应用.设一个物体在一条曲线上运动，若在 < 时 
刻,它到某一固定点的位移为 m , 则导数 m 称为该物体在 * 时刻的速度，速度 





















尽管积分法是因为计算面积而发明的，但是它的作用决不仅仅在于计算面积， 

它也可以用来计算弧长、体积、功、平均值、概率等量.考虑到本书不是一本介绍 

微积分的书，我们不给出积分的定义，而只是将它看作由已知函数生成新函数的过 

程.假设有一个 0.17 节表 0.1 中的初等函数/㈤，则它的 枳分义 f(x)dx 是一个关 
于积分上限 t 的新函数,我们用 A ⑺表示， 

A(t) = J f{x)dx. 

其中 S(x ) 称为被积函数 （Integrand). 若 
被积函数 /&) 在区间 [a，tj 上非负，那么 
我们可以将4⑴看作/⑷的面积函数 
(area function), 该函数在 t 处的值等于曲 
线 y = f(x) 和区间 [a,t ) 之间的区域的 
面积. 

表 0.2 列出了本书最后三章中将要用 
到的一 些初等函数的积分：对于被积函数 
为非负的任意 E 间，以及使被积函数连续 
的任意区间 [0,i], 这些积分公式都成立. 

0.21 积分的基本性质 

积分的以下基本性质可以用来简化积分的计算. 

(2) /： cf(x)Ar^c^ f{x)dx,c 为任意常数. 

(3) + 9 {x)}dx - fl f{x)dx + jl 9 {^ - 

性质⑺和⑻可以合并为一条性质，叫作线性性 (linearity), 即函数的线性组 
合的积分等于这些函数的积分的相同的线性组合： 

(4) ^M(x) + 5g(2)}da: = a f u f{x)&x+ b g(x)Ax. 

⑸比较性质若 a < ft, 且在区间 [<1,61 上都有/(4 矣 s ㈤ ，则 f^Kx)dx ^ 

X?S ㈤如- 

定理建立了积分和微分之间的联系. 



被积函数 /{x ) -积芬 /4(6) = / p f /(i)da 




+ 若 n# -] 
(l-coafct)/fc , 若 fc ¥ 0 
(sin kt)/k , 若 fc 一 0 
(e fet -l)/fc, 

111(1 + 0 ，若 <>—1 






















































J 我们描绘这些概念，但是当 n > 3时， k 找不到这样的几何图形了，因 
!空间向量代数的研究必须完全通过解析的方法进行. 
t 中，我们用大写字母 A, B, C, 来表示向量,用小写字母 a, &, c,... 来 


_将 R" 转化为一个代数系统，我们引入向量的 相等、 加法和 纯量乘 法的概 









































































































































































































56 第 2 幸向量代教在鮮析几何中的在用 


2.7 n 维欧氏空间中的平面 

我们定义71维空间中的直线为形如 {P + tA } 的点的集合，也就是将非零向量 
A 的线性生成集中的所有向置与点 P 相加后得到的集合.用类似的方法我们也可 
定义平面’唯一的区别是此时我们是将两个线性无关向量 A ^ B 的线性生成集中 
的所有向量与 P 相加.为了保证包含两个线性无关的向量，我们假定 n ^2. 
我们的应用主要集中在 n = 3 的情形. 

定义设 M 为上的一个点集，如果存在一点 P 和两个线性无关的向量 
4和使得 


+ 和 f 为实教 }, 

则称 -U 为一 个平面 ( plain -) 



接下来我们将推导平面的一些性质，这些性质类似于定理 2.1 〜 2.4 给出的直线 
的性质.首先我们 证明： 在定义平面 {P + sA + tB } 可用线性生成集与 A 和 
B 的线性生成集相同的任意一对向量来代替 A 和 


定理 2.7 ^M = {P + sA + tB }^ M f = { P+sC + tD } 为过同一点 P 的 













































2.10 R 3 中两向量的又积 61 


2.10 M 3 中两向量的叉积 


当用向量代数解决几何和力学上的问题时，我们经常需要有一种简单方法来构 
造与给定的两个向量 A 和 B 都垂直的向量.我们用叉积 (cross product) A x B 
(读 作 “A 叉 ） 来解决这个问题，叉积的定义如下. 

定义令为三维空间中的两个向量，定义它 
们的叉积 AxB (按此顺序）为向量 


Ax B = (02 &3 - a ^ b2,aibi - ai63,ai&2 - 
由定义可得叉积的下述性质. 

定理 2.12 对三维空间中的任意向量洚以及任意实数 C ，我们有 

⑷ A x S = -(B x A) (反对称性)， 

⑹ A^(B + C )=( AxB ) + ( AxC ) (分配律)， 

(c) c.(A x B ) = ( cA ) x B = A x ( cJ3 ), 

(d) A • (A x B) = 0 (与 A 的正交性)， 

(e) ^ ■ (A x S) = 0 (与 B 的正交性)， 

(f) ||AxSp= ||A[| 2 ||B|| 2 -(A-B) 2 (Lagrange 公 式）， 

(g) 当且仅当 A 和 B 线性相关时， AxB = 0. 

证明 由定义易得性质 （a), (b)，（cO, 它们的证明留给读者作为练习.现在我们 
来证性质 （d). 我们知道 


A - {Ax B ) = 01(02^3 - a 3 f> 2 ) + <12(0.361 - ai^) + 123(0^2 — a 2 h ) = 0 . 

同理可证性质⑷，或者由性质 （ a ) 和 （ d ) 推出⑷ . 为了证明性质 （f), 由定义我们 
有 

1|A x B|| 2 = (0263 - a^bi) 2 -h (03^1 — o.i^) 2 十 （ai 知一 a2bi) 2 

以及 

||-4|| 2 ||-0|| 2 - (^4 - B) 2 = {a\ + a\ +aj)(b^ + b% + bl) - (ai6i + a 2 b 2 + a 3 b 3 ) 2 
将以上两式展开可知它们的右边相等. 

性质 （f) 说明当且仅当 （A. 丑 ) 2 = ||A|| a ||B|j 2 时 AxB = O. 又由 Cauchy- 
Schwax^ 不等式（定理 1 . 3 )， (A - B ) 2 = ||Aj| 2 ||S|| 2 的充要条件是其中一个向量是 
另一个的纯量倍数：即当且仅当 4 和 B 线性相关时 AxB = O , 所以性质 （g) 
得证. □ 


例性质⑷和 （g) 都说明 AxA = 0 . 由叉积的定义,我们知道单位坐标向 
量满足 


i x j = fc: 

叉积不满足结合律，例如 


j x fc = i, kx i = j , 







2.11 用行列式表示又积 63 



(a) 右手坐标系 （b) 左手坐标系 

图 2.4 A , B , AxB 的相对位置 


因为 11 B || sinfl 是 A 和 B 构成的平行四边形的高(见图 2.5), 于是我们可知 AxB 
的长度等于该平行四边形的面积. 



图 2.5 AxB 的长度等于由 A 和 S 确定的平行四边形的面积 


2.11 用行列式表示叉积 

在行列式的帮助下，叉积的定义公式可写成更紧凑的形式.若 a , 6, c , d 为四个 
数，那么我们经常用记号 


表示差 cid _ & c ， 我们称这个记号为一个（二阶）行列式 ( determinant ), 称数 a , b , c , 
d 为该行列式的元素 ( element ) 或分置 （ entry ), 该行列式有两行 a ， &和 c , d 以及两 
列 a , C 和 d . 注意到，如果我们交换行列式的两行或两列，所得行列式与原行列 
式的正负号相反.例如，因为 ad ~ bc = -{ be - ad ), 我们有 

I:: 卜七： I. 

我们可用二阶行列式表示叉积的各个分量，此时定义 AxB 的公式化为 































纯量三重积 ABxC 常用记号 [ ABC ] 表示.注意，这个记号中并没有点乘号和 
叉乘号，由等式 (2.10) 我们知道这个记号不会引起任何歧义，因为纯量三重积只和 
三个乘数 A ， 尽 C 的顺序有关而与点乘号和叉乘号的位置无关- 


2.14 解三元线性方程组的 Cramer 法则 


我们可用纯量三重积求解包含三个未知数: r , y , 2 和三个联立的线性方程的方 
程组.假定方程组具有如下 形式： 


d2X 十 hy + C22 = d2 (2.11) 

(133 ： 十 hy + e 3 2= d-i- 

令 A 为各分量分别 为叫办 仰的向量，并类似地定义向量五， C 1 ， 那么 
(2.11) 中的三个方程等价于向量方程 

xA + y B + zC = D . (2.12) 


若我们用 BxC 点乘上式两边，并用 [ ABC ] 表示 A ■ B x C , 我们有 
x [ ABC ) + y [ BBC ] + z [ CBC ] = [ DBC \. 

又因为 [ BBC ] = [ CBC ] = 0,所以上式中包含？/和3的各项的系数都为零 ： 我们 


可由此解出 a :为 


1 刪 — 0 . 


(2.13) 


同理我们可得关于 y 和 3 的类似 结果： 

p 徵”識〖薦 ㈣ （ 2 . 14 ) 

条件 [ ABC ] + 0表明三个向量 A , 玟 C 线性无关.在这种情况下，方程 （2,12) 表 
示三维空间中的任意向量 I ?都可由 A , B , C 生成，而且纯量 z : y 和 z 由公式 
(2.13) 和 (2.14) 唯一确定.当这些公式中的纯量三重积都写成行列式形式时，结果 
即为求解方程组 （2.11) 的 Oamer 法则： 
















R 3 中平面的线性笛卡儿方程 



















































成两个一次因式的乘积, 


那么它的阐像是两条直线. 


:子 原点对称的二次曲线 










































3.1 引 言 

种各样可彼此相加并且可和实数相乘的数学对象.首 
:学对象，此 外实值 函数、复数、 无穷级数、 n 维空间中的 
k 这样的对象.本章将介绍一个基本数学概念一 线 性空 
t 对象，它还包含许多其他特殊对象 ■ 
k 一些可进行特定运算（称为加法和 数乘） 的任意元素的 





























































































和 (x,y) + '(x~^ 是实数.由 Cauchy-Schwaiz 不等式，我们有 |(3：， y )| < MWvW 
以及所以 

+ Nl 2 + M 2 + 2||4NI = (M + l|y||) a 

因此⑻得证.当 y = oc : 其中 c > 0 时，我们有 

llx + ^-Hx + cxii -(1+ c )W = H + M|-tl^l + N!- □ 

定义在实欧氏空间 V 中，定义两个非零元素 r 和 y 的夹角为满足0 < 0 < Jt 
以及等式 

C0S ' = iNH M 

的数 □ 

注 Cauchy-Schwarz 不等式表明等式 (3.8) 中等9右边的值落在区间 [-1,1] 中，所以在阼洌中 
恰 有一个 蒱足等式 (3.8). 


3.12 欧氏空间中的正交性 


定义设 a ; 和 y 为欧氏空间V中的两个元素：如果它们的内积为零，则称它 
们正交.若对V的子集 S 中的任意两个不同元素 z 和 y 都有= 则称5 
为正交组 (orthogonal set). 如果一个正交组中的每一个尤素的范教都等于1,则称 
它为标准正交组 (orthonormal set). 

元素 O 与V中所有元素都正交，而且（由公理 4) 它是唯一一个与自己正交的 
元素. 

我们知道对 R" 中两个向量 A 和 B, 当且仅当它们满足 Pythagoras 恒等式 
+ = || 乂 |p+ ||B|p 时，它们正交. f 面的定理将这个结果推广到所有欧氏 

空间中. 

定理 3.10 对欧氏空间 F 中的任意两个 元素； T 和％ 当且仅当它们满足 
Pythagoras 恒等式 

Hx + yll^UxlP + lbll 2 . 

时，它们正交. 

证明由公式 

II工 + y|| 2 = (a： + 1/,X + ?/) = ||a;|| 2 + ||y|| 2 4 - (x, y) 4 - (y, x) 

可立郎推出本定理. □ 

接下来我们研究正交性与线性无关性之间的关系. 

定理 3.11 在欧氏空间V中，任意一个不包含零元素的正交组都成性无关. 
特别地，在一个《维欧氏空间 t, 任意一个包含 n 个非零元素的正交组都是V 
的基. 











[提示:月 


不等式估算和 
为内积的线性 S 间. 


rt ^ l , x n = 1 /n 以及枷 =l/(n+ 1) 时，求 
n 彡1，都有 Jn = 2-" 以及恥= l/n! 时，求 ( r ., y ). 

-- [a ? 6j 上连续的正函数叭若我们用 




定义内积，证明由此得到的*—个 S 欧氏空间. 


3.14 正交组的构造 * Gram - Schmidt 方法 


任意有限维线性空间都有基，如果这个空间是欧氏空间，那么我们总可以构造 
一组正交基.这个结果可作为一个一般性定理的推论而导出.这个一般性定理的证 
明将会告诉我们如何在任意一个欧氏空间中构造一组正交基,而不管这个空间是有 
限维的还是无限维的.为了纪念 J. P. Gram(1850 - 19叫和 E. Schmidt(1845 - 
1921), 我们将这种构造法称为 Gram-Schmidt 正交化方法 (Gram-Sdimidt orthog- 
onalization process). 

定理 3.：U( 正交化定理）设为欧氏空间7中元素的序列（它可以 
是有限的也可以是无限的)：令,抑）表示该序列中前 fc 个无素生成的子空 
间，那么相应地存在V中无素的序列 yi 'y 2 ，..、 使得对任意正整数 fc, 它都具有下 
述各性质. 

(a) 元素 yk 与予空间 i(yi, … ，Vk-i) 中的所有元素都正交. 

(b) yi, ■■ - .y k 生成的子空间与 xi, - ■■ ,x k 生成的子空间相同，即 

L {yu■■ ■ -.Vk) = ■ -- 

















3.16 用有限维子空间中的元素给出欧氏 
空间中元素的最优逼近 













第 4 章线性变换•矩阵 
4.1 线性变换 












































线性变换 
























































个函数 相等. 由于矩阵是函数，因此当且仅当两个矩阵 A =( 叫）和 B =队）的 
行数和列数分别相等且对所有数对 ( Lj ) 都有、时，这两个矩阵相等. 

现在我们假定矩阵的元素都是数（可以是实数也可以是复数)，我们用与定义 

所有实值函数或复值函数的加法和纯量乘法相同的方法来定义矩阵的加法和纯量 

乘法. 

定义设 >1=( 叫）和 S = 为两个 mxn 矩阵， c 为任意纯量，定义矩阵 

A + B 和 cA 如下： 

A + _B = (a。 + k )，cA - (caij). 

仅当 A 和 B 的行数和列数分别相等时，它们的和才有意义. 

例若 


那么我们有 

A+B = 


我们将元素全为零的 m x n 矩阵定义为零矩阵 O . 由这些定义易证所有 m x n 
矩阵组成的集合是一个线性空间，我们将这个线性空间记作 M m ,„. 当矩阵的元素 
为实数时，是实线性 空间； 当它们的元素为复数时， M m , n 是一个复线性 空间. 
易证 M m , n 的维数为 mn . 事实上只有一个元为 
构成 M m , n 的一组基. 例如， 下面六个矩阵 

f 1 0 0 1 f 0 3 0 1 

卜 0 oj，[0 0 oj ， 

0 0 0] [ 0 0 0 ] 

1 0 0 J ' [ 0 1 0 J ' 

构成所有 2 X 3 矩阵组成的线性空间的一组基. 


4.14 线性变換与矩阵之间的同构 

我们回过头来考虑矩阵和线性变换之间的关系.令 v •和 w 为有限维线性空间 
且 dimV = n,dimW = m ; 选定圹 的基 ㈤ ，…：叫） 和 W 的基 （叫， …在 
接下来的讨论中，我们将一直选定这两组基.令 2(7, W ) 表示 V 到 W 的所有线 
性变换组成的线性空间.若 T e 则令 m ( T ) 表示 r 关于上述两组基的矩 


,其余元为0的 mn 个不同矩阵 


[ = 1, 
[二； 1 ’ 
























; ^2hjS(v k ) = £ SikWi = £ j w 

-( s -)： 


ST ㈣ = 5(T(u,.)] = ^t kj S{v k )=] 

于是我们有 

= m(S)m(T). 口 

我们已经指出矩阵的乘法并不总是可交换的.下面的定理表明它总是满足结 


合律和分配律. 

定理 4.17( 矩阵乘法的结合律和分配律）给定矩降 AB , C . 

(a) 如果积和 （ A _ B ) C 都有意义，那么我们有 

A{BC) = [AB)C (结合 律)， 

(b) 假定 A 和 B 的行數相同，列数也相同，如果■和都有意义:那么 
我们有 

(A + B)C = AC + BC (右分配律). 


C{A + B) = CA + CB (左分配律). 

证明可由矩阵乘法的定义直接推导这几条性质，但是我们更希望用线性变 
换与矩阵之间的联系来证明本定理.引入有限维线性空间 y，v;vv，x 和定义在它 
们上面的三个线性变换 T -,U ^V, S :V ^W, R-.W 使得对选定的基，我 

们有 


A=m{R), B = m{S)., C = m.(T). 

由定理 4.16, 我们有 m{RS) = 和 rn(ST) = BC. 由函数复合的结合律， 
我们可知 i?(5T) = {RS)T, 对此式再一次用定理 4.16, 我们得到 m(R)m(ST ) = 
m(i?5)m(：T), 即 A{BC) = {AB)C, 这证明了性质 （a), 同理可证性质 （b). □ 

定义（矩阵的幂）若4是一个方阵，则归纳定义4的整数幕如下： 

A n = I, A n ^AA n ~ 1 ： n ^ 1. 

读者可证明同一个矩阵的整数幂可交换，即 A n A m = A m A", 且它满足指数 
定律 A n A m = A n+m . 


4.16 


题 
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它等于将用 c 乘>1的第三行得到的结果加到第一行后所得的矩阵. 

这些例子说明了一条普遍而又容易验证的性质： 

如果用初等矩阵左乘方阵 A 那么它们的积 EA 等于对>1进行与将 J 化 
为五 的初等行变换相同的变換后所得的矩阵- 
易证该性质对任意五和 A 都成立. 

当我们对增广矩阵 [A|J] 作一系列初等行变换时，就得到一系列形如 

的增广矩阵，其中 Eu ..、 E k 为与所用的初等行变换对应的初等矩阵.如果乘积 
E k … E , A 等于单位矩阵/，那么说明乂非奇异，且乘和 五 fc ... 灼等于 A— 1 .口 


对下列各方程组应用 Gai 

f + = 5 

< 2 i - j /+43=U . 

( 3x + 2y + t = l 
5x + 3y + 3z = 2 . 

( 7x+iy + 5z-3. 

< x + y~3z + 2u = 2 
( 6D：+y-4s + 3u = 7. 


4.20 习 题 

s - Jordan 消元法，如果方程组有解，那么求它的通解. 


[ 3« + 2y+ Z = l 

< 5x + 3y + 3s = 2 

( 3 t + 2j^ + 2 = 1 
I 5x + 3y-\-3z^2 
I 7a + 4j,t + 5s = 3 


*+j/+22 + 3ti + 4t.=0 f s-2y + 4： + 2u = -2 

2；r 十 2y+ 十 llu+14u=0 . g I 2a; 十 3s/『z-5u = SJ 
3；r + 3y 十 + 10n 十 13f = 0 - ' j ix-y + z-u = S _ 

( 5x — Zy + 2z + u = 3. 

9. 证明当 a 笋 8 时，方程组 I+ y 十 22 = 2, 2i - y + 3s = 2, 5a: - i/ + az = 6 有唯一解.求该方程组 
在 a = 8时的所有解. 

10. (a) 求方程组 ， 

I + 2y - 62 4- 2u = - 1 

\ 十 s-u = -2. 




MU 




4.21 关于矩阵的综合性习题 


(b) 若 A 和 B 非奇异，则 為 + 非奇畀. 

( c ) 若泌和 S 非奇异，则 AB 非 奇异. 






















行列式函数公理的选择 











































5.11 行列式的乘积公式 

在本节中，我们利用唯一性定理证明：若行列式函数存在：两个方阵乘积的行 
列式等于它们的行列式的 乘积： 

det(AB) = (detA)(dct B). 

由定义，两个矩阵 A = ( 叫）与 B =(心）的积是一个方阵 C* = (c y ), 其中元 
素叫 由公式 


5,12 非奇异矩阵的逆矩阵的行列式 

由定义，如果方阵 A 有一个左逆 B 使得 SA = J, 则称 A 为非奇异的.若 A 
存在左逆，则左逆唯一且它同时也是右逆.即 AS = J, 因此我们把 S 叫作 A 的 
逆，记作 A~\ 因而 A~ X A = AA- 1 = I. det A 与 cietlA- 1 ) 之间的关系如我们所 
想的那样自然. 

定理 5.12 若矩阵 A 非奇糸则 det A / 0五 

導 ” = 士 （ 5 . 16 ) 

证明 由行列式乘积公式得 = dct (丄 4T 1 ) = det/= 1.因 
此 detAfO 并且等式 （5.16) 成立. □ 

由定理 （5.12) 知， dctA 不等于零是4非奇异矩阵的一个必要条件.稍后（定. 
理 5.16) 我们将证明这个条件也是充分的， SP, 若 det 4 # 0,则逆矩阵 A- 1 存在. 


5-13 行列式与向量组的线性无关性 





5.16 行列式关子佘子式的展开式 

对于二阶和三阶行列式的情形，在 5.10 节中，我们通过将矩阵的各行表示单 
位坐标向量的线性组合来计算这个矩阵的行列式.一般地， n x n 矩阵4的各行 
也都可以表示成 n 个单位坐标向量 h,I 2 , ■■- Jn 的线性组合,例如，4的第一行 



由于行列式关于第1行是线性的，因此我们有 

■■ - ：A n ) = d ，人) =J2 aij d(Ij,A 2 , ■■- y A n ). (5.19) 

从而，为计算 det 八只需对各单位坐标向量&计算 d ⑷，戊，…即可.我们 
用记号表示将 A 中第1行 A 用单位坐标向量&代替所得到的矩阵.例如， 
当几= 3 时, 共有3个这样的矩阵： 

, [ 1 ° ° 1 [ ° 1 0 1 
■An = 0-21 (222 a 2 3 I ， -^12 = 021 »22 023 i 



由 Ai, 的意义可知 det A\ 3 = d{I j ,A 2 ,--' ,An), 因此展开式 (5.19) 可表示为下述 
形式： 
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第 6 章特征值与特征向量 
i.l 具有对角矩阵表示的线性变换 

为作用在有限维线性空间 F 上的一个线性变换. r 的与 v 的坐 
质叫作 r 的内蕴 如 trinsic) 性质 .r 的内蕴性质为 r 的全体矩 



























6.3 属于不同特征值的特征向量的线性无关性 




例7 (微分算子）设V为由在某个开区间上任意阶可微的全体实函数/所 
组成的线性空间，令 D 为将每个/映为其导数的线性变换，即 D (/) = /'，则 D 的 
特征向量是 V 中对某个实数 A 满足方程 

f = A/ 

的非零实函数 /. 上述方程是一阶线性微分方程,它的全部解由公式 

给出，此处 c 为任意实常数.从而 D 的特征向量是全体指数函数/〔幻=其 
中 C # 0 : 对应于特征向量 f{x) = 的特征偟是 A . 在与本例相类似的情形，即 

当 V 是函数空间时，我们常将特征向量叫作特征函数 ( eigenfunction ). □ 

例8 (积分算子）设 t 是由在有限闭区间上连续的全体实函数所组成 
的线性空间.对 / GV , 由 ^ 

g(x) = £ 

定义函数 S = r (/). 若： T 的特征函°数存在：则它必是对某个实数 A 满足条件 

(6.3) 

的非零函数 /. 若特征函数存对方程 (6.3) 两边微分得/(4 = \f(x ), 从而当 
A 一 0时即得 f(x) = ce £ /\ 换言之，只有形如 f(x) = ce 1 八 （c / 0且 A 〆 0) 的函 
数才有可能是特征函数.然而，若在方程 ( G .3) 中取 z = a ， 则得 
0 = A /( a ) = Ace a/，i . 

由于不可能为零，因此任意非零函数/都不可能满足方程 T(f) = A /, 从而了 
没有特征函数，也没有特征值. □ 


6.3 属于不同特征值的特征向量的线性无关性 


下述定理给出特征向量的一个基本性质.与上一节一样， s 表示线性空间 v 的 
一个子空间. 

定理6. 2 设 Av ■ ，为线性变换 r : S — V•的个互不相同的特狂值.对 
令叫为属于 Ai 的特征向量，则 u u … ，u k 线性无关. 

证明对特征向量的个数 * 作归纳法. 当 k = l 时结论显然成立.假定结论 
对任意 fc - 1个特征向量都成立.令 un.. , 叫 分别为属于个不同特征值 
Ai , 知, A *； 的特征向量,若有 fc 个纯量 ci , C2 , ••- . Cfc 使 

= O. (6.4) 

将: T 作用于等式 (6.4) 的两边 ， i T (^) = XiiLi, # 










^ CT . S ^ V 是一 个线性变換，它使得 S 中任意一个非零元素都是它的特征向量.证明：存在纯量 
c, 使对所有的 z e S ■都有 T { x ) = CX- 换 言之, 具有上述性质的线性变换一定能够表示成 ® 等变换勹 
某个纯量之积（提示=应用习;^ 5的结论〕. 

v 为由全体次数矣 U 的实系数多項式 p ( i ) 以及零多项式所构成的线性空间.对 p e V ,定义 
= T ( p ) 如下：对所有实数 t 都有 9(0 = + 1). 证明 T 的特征值只埔是1,并求出 属予此 特征 


1 8~11要用到饿积分的知识. 

，是由区 W (0,1) (:全体可微?> 

〔0,1〕，令 S (t) = 证明仟意实数 A 

， 是由区间 (-oo,+cc) _ 

It 都存在.对/ e V,依如下方式定义 g = T ( f ) : g ( x ) = /({)d 

r 的特征值并求出属于 

设V是间 C-oo, 十 00) 上全体连或函数所构成的线性空间，则对任思/ 

分 f-oc 都存在.对 / € K， 依如下方式定义 s = T(/) ； g { x ) = /f^ 

负实数X都是了的特征值并求出属于特征值 A 的特征函数. 

设V为由全体实收敛序列 {x„} 所构成的线性空间.依如下方式定义 T :V ^V： ^ x = {x„} tt 
, 则令 T(x) = {yn}, 此处 j/n = a — t,., 7i > 1 . 证明入 = 0 与 A = — 1 




斤构成的线性空间.对/ e 定义9■: 

fe 入都是7 1 的特征值并确定属于 A K 

I数所构成的线性空间，则对任意/ e 

F 方式定义 3 = 

求出属于特征值 A 的特征 函1 

) 上全体连或函数所构成的线 

t f € V , 依如下方式定义 3 
并求出属于特征值 A 的特征 t 


r 及任意实数 A - 
i ) dt . 证明每一个. 

V 及任意实数: c , - 
S /( t ) dt . 证明每 -- 


6.5 有限维线性空间 
























0 ; 而且 A 的特征多项式的任意一个属于 f 的根都是 T 的特征值.故得定理. □ 
矩阵 A 依赖于1/的基的选择，而了的特征值的定义与基无关，因此 A 的特 
征多项式的根的集合必须与基的选择无关.不仅如此，我们还将在 6.11 节中证明， 
特征多项式本身也和基的选择无关. 

我们下面讨论在有限维的情形下特征值与特征向量的实际求法. 


6.8 有限维情形下特征值与特征向量的计算 









6.8 有限维情形下特征值与特征尚量的计算 191 
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例2 ( 有2重特征值的矩阵）矩阵 


A-2 1 -1 

det{XI~A)= 0 A-3 1 = (A-2)(A-2)( 入一 4 )， 

-2 -1 A-3 


因此特征值为2,2,4(我们将特征值2重复列出，这是为了强调它是特征多项式的2 
重根).为求属于 A = 2的特征向量，我们解方程组 AX = 2X, 它可改写为如下形 
式： r 

- X2 + CC3 = 0 
I x 2 - x 3 =0 

[ 2 xi + x 2 + x 3 = 0. 

该方程组的通解为奶=叩=-^因此属于 A = 2 的特征向量为对其中 
f 〆 0. 同法可得属于特征值 A = 4的特征向量为 l ), i /0. 将上述结果总结 
成 下表： 

特征值 特征向量 玛的维数 

~~ 2^2 ((- 1 , 1 , 1),^0 ~~1 

4 1 


例3 (另 一个有 2重特征值的 矩阵） 矩阵 


的特征多项式为 （A - 1)(A - 1)(A - 7) •当 A = 7时,方程组 . 

{ —2xi +4x2 - 2x3 = 0 
-3xi -3ar 2 + 3a；3= 0, 


其解为 x 2 = 2s lt x 3 = 3xi, 因此属于特征值 A = 7的特征向量为 t(l,2,3),t ^ 0. 
对特征值 A= 1,方程组 AX = X 可化为由3个相同的方程& +的+叼= 0组 
成的齐次线性方程组.为求其解,可取: c；! = = 6,其中 a 与6可任意取，而取 

% = -a - 6. 因此属于 A = 1的每一个特征向量都可表示为如下 形式： 

(aA -a-6) =a(l,0,-l) + b(0,1,-1), 





















































一的 ,1+ 矣矣〜 e u — ； l+ f CijXie Lj -+ ^ bie^ = O. (6.36) 


由于上式最后一个和式中的 i < g, 因此各个元素不在其他和式中出现，因此 
由线性无关性可知~ = 0 ( j -1,2, ■■- ,q. 将此代入式 （6.34) 得 










第 7 章欧氏空间中线性变换的特征值 

7.1 特征值与内积 

本章研究作用在欧氏空间上的线性变换的特征值与特征向量的性质.欧氏空 
间就是定义了一个内积的线性空间，我们先来回顾内积的基本性质. 

在一个实欧氏空间中，两个元素 x 与的内积是具有下列性质的一个实数 


(1) { x , y ) = { y , x ) (对称性)， 

(2) {x f y + z) = {x, y )-r{x^z) (线性性)， 

(3) c(x,y) = (cx,y) (齐次性)， 

⑷（^)>0，若0；¥0 (正定性). 




















(a) 证明： 对所有实数 a 与 b, 十&乃都是 Hermite 变換. 

(b) 证明： 若乃 Ni T 2 可交换，即若 T,T 2 = T 2 T u 则其乘枳 TiT 2 也是 Hermite 变換. 

令 k = R 3 并以通常的点积作为内积.令 r 为 关于吗 平面的一个反射变换，即了⑴ s i, nm 
T(k) = -k. 证明： r 是一个对称交換. 

设 F 为某个复欧氏空间£的子空间，令 r : K — £为_ -个线性变换，定义V上的一个数值函数 
Q 如下： 

Q(x) = (r(*), x), 对 v 中所有 

(a) 证明： 若 T 是V 上的一个 Hermite 变换，则对 所有: r, Q(x) 都是实数. 

(b) 证明： 若 r 是斜 Hermite 变换，则对所有 Q(x) 都是钝*数. 

(C) 证明=对任意复数 t 都有 Qitx) = \t\ 2 Q{x). 

(d) 证® 十 y) = Q(oO 十 Q(j/) 十 （r(*)，v) 十 (T(y),x), 并对 + 印> 给出一个相应的公式， 

(e) 假定£； = 若对 所有; r 都有 Q(x) = 0, 证明： 对 所有; s 都有 T{x) = O. 

(f) 证明：若对 所有； c, Q(i) 都*实数，则 r 是 Hermite 变换. [提示： 对任意复数 t, Q(:r + 均）都 
等于它的共萌复数 .] 


7.5 有限维空间中 Hermite 变换和斜 Hermite 变换的 
标准正交特征向量组的存在性 




7.6 Hermite 变换与斜 Hermite 变换的矩阵表示 


在本节中我们仍假定 F 是有限维欧氏空间. 一个 Hermite 变换或斜 Hermite 
变换可以用它在任何_组基元素上的作用来刻划. 

定理 7.5 设（叫，...，《„)为V的一组基， T -. V^V 为一个线性变换■我 
们有： 

㈤ 当且仅当对所有 i 与 j 都有 ( T ( Uj ), Ui ) = 时 r 为 Hermite 变 

换； 

(b) 当且仅当对所有 i 与都有 (T^),^) = -(〜,：T (叫 )） 时 7 为斜 Hermite 
变换. 

f 明 任取 f 中两个元素 x 与 V 并将它们表示成基元素的线性组合，设 
Y , 乎 j ， 糾 i ， 则我们有 

\.7=1 J j=l \ i=l / 3=1 1=1 

同理可得 ^ 

(私 T{y)) = y^^'Y'^x j y ； {u j ,T{ui)). 











7.9 西矩降•正交矩阵 215 


4口 

是4的一个对角化矩阵.由子 C 为实矩阵，因而 (T = C? T . 不难验证下式 成立： 


:口 


7.9 酉矩阵 • 正交矩阵 

















7.11 : 

尸二次型的研究， . 


次型 


现在我们转向关于二 
设 r 为实欧氏空间， T -. V ^ V 为一个对称算子，即在内积 | 
在一个因子上转到作用在另一个囡子上： 

iT { x ), y ) = { x , T { y )), 对 F 中所有的 : c 与 y . 

我们取定 T , 再由 


Q{x) = {T{x) y x) 

在 V 上定义一个实值函数 Q , 叫作与 r 相伴的二次型 (quadratic form ). 下述定理 
指出，在有限维的情形， Qb ) 是 z 的各分量的一个二次多 项式， 因此我们将 00(0 
叫作与 r 相伴的二次型. 

定理 7.8 设（叫, ... ，知）是实欧氏空间 V 的一组标准正交基，再设 T : V h 
V 为对称线性变换， ( a ； j ) 为 T 在基 ( U !,-- - 下的矩阵，则二次型 Q{x) = 
(T(x),x) 与 A 之间有如下关系： 

㈣ = ，办 若= 〔7.3) 


证明由线性性，我们有 T ( x ) = f ； XiT { Ui ), 从而得 


<5(x) = 





由定理 7.6, 我们有 aij = a # = { T { ui ), Uj ), 于是即得关系式 （7.3). 口 

即使矩阵乂不是对称矩阵 J 7.3) 中的和式也是有意义的. 

定义设 V 为任意一个实改氏空间，- f u n ) 为它$ —组标准正交基，再 
令为任意一个 nx 几实矩阵.对 V 中任意点: c = £ x , ；u ,-, 由公式 


Q{^) = Y^Yl a ^ XiX 3 

所定义的卖植函数 Q 叫作与 A 相伴的二 3 次型. 


(7-4) 











7.12 


将实二次型化为对角形 


实对称矩阵 A 是一个 Hermite 矩阵，因此，由定理 7.7, A 相似于对角矩阵 
A = diag% ，… ; A n ), 其中&，...，是 A 的 n 个特征值，而且由定理 7 .7的推 
论知， 存在正交矩阵 <7使得 A = C t AC . 下面我们证明， C 可以用来将二次型 
xax t 化为对角形. 

定理 7.11 设是与实对称矩阵 A 相伴的二次型，再设 C 是将 A 化 
为对角矩萍的正交矩阵，即 A= C t AC ， 则我们有 

xax t = yay t = J2x iy l 

其中 Y = [ yi ,- - ,y n ] 为行矩阵 y =XC, Ai ，…，为 A 的特征值. 

证明由于 C 是正交矩阵，因此（7- 1 = 从而由 Y 得 X = YC t , 

于是得 

XAX T 二 ( rC T ) A ( rC T ) T - Y{ C t AC )Y t ^ YAY t . □ 

注定理 7.11 是说，线性变换 Y = XC 将 二次哦 XAX T 化为对角形 YAY t . 

例1与单位矩阵相伴的二次型是 

即它是向量 X = 0^,…，^的长度的平方.设 c 为一个正交矩阵，则线性变換 
Y = XC 给出一个新的二次型 YAY t , 这里 A = CIC T = CC T = I . 因为 
x / x r = yjy T , 因此我们得 I 叫 l 2 = \\ y \\ 2 ., 从而 y 与 a : 的长度相同.保持每 一 
个向量的长度都不变的线性变换叫作等距变换 (isometry). 这类变換将在 7.19 节 
中怍详细讨谅. □ 

例2求将二次型 

Q(x)=1x\+^2+5x1 

化为对角形的正交矩阵 C 7. 

解我们将混合积项写成 2^ X 2 + 2^：!，令乂 = g &则得 Q ( x ) = 
XAX t . 对称矩阵4己经在定理 7.7 后面的例1中被对角化 .A 的特征值为 
M =1： 八= 6,并且特征向童= *(2，— 1) 与叫= ^(1,2) 组成一组标准正交 

基，因此得到一个正交的对角化矩阵 Aj , 相应的对角形二次型为 

YAY^ = Xiyf + \-xy\ =yf + 6y|- □ 























*7.16 由二次型的值求对称交换的特征值 227 


*7.16^ 由二次型的值求对称变换的特征值 

现在我们去掉空间V为有限维的要求 ； 并给出对称变换的特征值与这个变换 
的二次型的值之间的联系. 

设*是属于特征值 A 的一个范数为1的特征向量，则由 T { x ) = Ax 及 = 
1，我们有 


Q{x) = {T{x),x) = ( Ax , a :) = A ( a :. x) = A . (7.9) 

V 中所有满足 (^,^) = 1 的元鬏 t 的集合叫作 V 中的单位球面 (unit sphere ). 等 
式 （7.9) 证明了下述定理. 

定理 7.13 设： T : 1/ + V为实政氏空间 K 上的一个对称线性变换，令 

Q{x) = (r ㈤，外若 r 有特征值，则其特征值必可由 Q ㈤在 F 的单位球面上取 
得. 口 

例1 令 F = 取 (i,j) 为基，并取通常的点积作为内积.设 T 是以 A = 
^ °]为矩陈的对称线性变换.则 T 的二次型是由 

Q{x) = = 4^+8^ 

给出的对角形二次型 . 了的特征值为 A: = 4和 A 2 = 8. 易知这两个特征值分别是 
Q 在单位圆 ^ l+xi = i 上的最小值与最大值.事实上，在单位圆上，我们有 
Q(^) = 4(3；? + ^) + Ax% = 4 + 4x1， -1 <x 2 < 1. 

因此当巧=( I 时 Q{x) 取最小值4,当 . r 2 = 士1 时， Q(x) 取最大值 S . 

图 7.4 给出了单位圆和两个椭圆.里面的椭圆的笛卡儿方程为 4 x ? + 8 xi = 4, 
它由平面上所有满足条件 Q(x) = 4的点 z = ( x ll3；2 ) 组成.外面的椭圆的笛卡儿 
方程为 4 x ? +8均= 8,它由所有满足条件 Q(x)=8 的点组成，里面椭圆与单位圆 
的切点 (±1,0) 是属于特征值\ = 4的特征向量，外面椭圆上的点(0,±1)是属于 
特 征值心 = 8的特征向量. □ 

上面各例说明了在一般情形也成立的特征值的极值性质.在下一节中，我们将 
证明： 若最小特征值与最大特征值存在，则它们必定是 Q 在单位球上取得的最小 
值与最大值.关于这些极值性质的讨论要用到关于二次型的下述定理.应该指出的 
是，这个定理并不要求空间 F 是有限维的. 

定理 7.14 设: T : V M V 为实欧氏空间 K 上的一个对称线性变换， T 的 
二次型为 Q (: c ) = ( TOc ), 幻. 假定 Q 在7上不改变正负号，则当对7中某个 x 有 


①加星号的章节可以略去不读或以后再读.这不影响连续性. 



=V- 1 X) 1- yj -r tyi {: u), xj -r i- [,y, 

= Q(x) + 2t(T(x),y) + t 2 Q(y) =0+2at + bt 2 , 

其中 a = (T(x),y),b = Q(y). 如果 Q 在 F 上非负，则得下述不等式： 

2at + bt 2 ^0, 对所有实数 *. 

我们要证明由此必有 a =【>.若6 = 0,则除非 a = U, 否则上述不等式不可能对所有 
t 都成立.若6 > 0,则二次多项式沖）= 2at + be 的图像是一条开口向上的抛物线 
并且与 t 轴不可能有多佘1个的交点.由于 P (0) = 0,我们一定有 a = 0,若不然，则 
p ( t ) 将有另一个根 t 二 ~ b /(2 al 而这是不可能的.由于 a = ( T ( x) t y), 从而由 a = 0 
即得 ( T ( x) r y) = 0 对所有 y 都成立.特别地，当 y = T ( x ) 时得 ( T ( x )： T ( x )) = 0, 
从而 T ( x ) = O . 

若 Q 在 V 上是非 正的， 则对所有 f 都有= 2at+bt 2 ( 0.对 -p(t) 作上述 
论证即可得 a =0. □ 


*7.17 对称线性变换的最大值与最小值 

现在我们来证明二次型在单位球面上的极值就是特征值. 

定理 7.15 设一 k 为实欧氏空间 v 上的一个对称线性变换，其二次 











7.19 酉变换 231 


因此 T- 1 满足等式（7.13)，从而： T- 1 是 r(v) 上的酉 变换. ' □ 

关于酉变换的特征值与特征向量，我们有下述定理. 

定理 7.17 设 r : v —>五为 f 上的一个酉 变换： 

( a ) 若 r 有特征值\则 | A | = 1. 

(b) 属于不同特征值的特征向量正交. 

( c ) 若 F =五 ， dimy = «，并且 K 为复欧氏空间，则存在 T 的 n 个特征向 
量 u 1; ... ,、，它们组成 V 的一组标准正交基, T 在这组基下的矩阵是对角矩阵 
A = diag ( A 1 ,.--, A n ). 其中八是对应于特征向量灿的特征值. 

证明为证㈤，令I为属于 A 的一个特征向量，则 z _ O 且 T(x) = Xx . 在等 
式 (7.13) 中取 y = a； 则得 

(Xx, Xx) = (x, x ) 即 Xj(x.. x) = (^, x)- 
由 （d) > 0 及 AX = |A| 2 即得 |A| = 1. 

为证㈨，令^与 y 分别为属于不同特抵值 A 与 y 的特征向量，因此有 T(x) = 
Ax, T(y) = 此处 A _ 我们用两种方法计算内积 (T(x), T(y)). 由于; T 是酉 
变换，因此我们有 

( Tfx ), T ( y )) - ( x , y ). 

又因: c 与？/是特征向量，因此又有 

( T (^), T(y)) = ( A ^, fiy)^X!J(x, y). 

从而 Xji(x, y) = y). 因此若邛 / 1 则必有 （x, y) = 0 .而由 （a) 有； ^ = 1，因 
此若 A/I = 1 则应有 AA = 从而 \ = TI. 这与 A ^ /i 相矛盾.因此 AJI / 1, 从而 
(*, V) = o . 

最后我们对 n 作归纳法来证明 1c), 这里所用的方法和关于 Hermite 变换的相 
应结果的定理 7.4 的证法几乎完全一样，唯一不同的是关于7'将 Si 映入它自身 
的证明，此处 


S L ={ x ： cce 7且 ( a :， ui ) =0}, 

其中是 T 的属于特征值 M 的特征向量.由等式 T ( uy ) = A lUl , W = Ihl 2 = 1 
得 

Wl =Ar 1 T(w 1 ) = AiT^O， 

任取 : ce S ' 注意到 

(T(x), m) = (T(x), MTim)) = Aj.r ㈤， T( Ml )) = X.ix^u^^O. 

因此若 : C € f 则 T ( x ) € 5^, 从而了将 Si 映入 5 夂证明的其余部分与定理 7.4 
的完全一样，这里就不重复了. 口 

下面两个定理刻划了有限维空间中酉变换的性质，我们这里只给出证明的要 
点. 



























第 8 章在线|往微分方程中的应用 

8.1 引 言 

线性代数最重要的应用之一就是在微分方程研究中的应用.在物理世界，当 
人们试图从己知的与变化率有关的知识来确定某些结论时，就很自然地引出微分 














































i /3,/3^0. 与每对共轭复根相对应的两个线性因式相乘给出一个实系数二次因式 
r 2_2 ar + a 2 + ^. 子是，每一个多项式 P A ( r ) 都可分解成实系数的线性因式与二 
次因式的乘积.由此也给出了将算子 A 分解成实数系数的一阶与二阶常系数算子 
乘积的相应分解式. 

例1设 d = 5 D +6, 相伴多项式心 ㈦ 有分解式 r a -5 r +6 = ( r —2>( r — 3}， 



8.8 由算子的因式分解求常系数线性微分方程解的一组基 

下述定理指出如何通过常系数算于的因式分解来求解常系数线性微分方程. 

定理 8.7 设 L 为常系数算予， L 可分解成如下常系数算子的积： 


























齐次方程与非齐次方程之间的关系 
















其行列式等于 -2. 因此 W(x ) 非奇异且其逆为 

附 '一 m 


财 'mi. 


刪卿 )- 1 


将上式右边向量的各分量从0到 rc 积分得 

" iw= i*i^ dt= r( e -■- 


-勒 


= -e- 1 -a: + In(l + e*) + 1 - In 2 ， 
v 2 (^) = j dt = - Ln(l + e J ) + In2. 

由于关于与 ^2( X) 的上述表示式中的常数项只与齐次方程的解有关, 
以舍去，于是我们得到非齐次方程的一个特解 

1/1 = Wiui + V2U2 = -1 - + {t x - e _I )lo(l + e I ). 

从而非齐次方程的通解为 

y = vi 十 cpT + C2e _a: . 


8.12 齐次线性微分方程 n 个线性无关解的 
Wronski 矩阵的非奇异性 






8.13 求非齐次方程特解的特殊方 法 • 化为 
—阶线性微分方程组 


由于参数变易法是求非齐次方程特解的一个普遍适用的方法，因此在某些特殊 
情形下它不一定是最简便的方法.当方程具有某种特殊形式时，常常会有某些较为 
便捷的特殊解法.例如当方程的系数为常 数时： 我们可以把问题化为一系列一阶线 
性微分方程的问题,这个方法最适宜于用一个简单例子说明. 

例求二阶微分方程 

(D - l)(D-2)y = 3：产； (8.25) 

的一个特解. 

解令 u = (D - 2)?/，则原方程化为 

(D - l)u = , 

这是一个关于 u 的一阶线性微分方程.它可以用定理 8.1 求解，它的一个特解为 
将此特解代入方程= (D - 2)y 得 

( D _%+ 气 

这是关于 y 的一阶线性微分方程.由定理 S.1, 我们可得到此方程的一个（满足 
奶 (0)=0) 特解 yi ( a ：): ^ 

尽管上述积分无法用初等函数表示，我们仍^认为这个微分方程己经解出，这是因 
为它的解已被表示为常用函数的积分.方程 (8.25) 的通解为 

y = Cl e x + c 3 e 2=: + ^ e 2 " £ e t 2 ~ l dt. □ 

8.14 求非齐次微分方程特解的零化子方法 


























第 9 章在微分方程组理论中的应用 

9.1 引 言 

尽管早在17世纪就开始了对微分方程的研究，然而直到19世纪，数学家们才 
意识到,相对来说只有为数不多的微分方程才能用初等方法求解. Cauchy, Liouville 
及其他一些数学家的工作,表明了对某些特殊类型的微分方程建立保证其解存在的 
一般性定理的重要性.第8章介绍了一个存在唯一性定理在线性微分方程研究中 
的应用.本章将进一步发展指数矩阵等线性代数中的理论并将它们用于线性微分 
方程组的研究. 

























I^PWdil ^ f b ]\P(t}\\dt. 

10. 设 D 为一 t n x 对角矩阵， D = dlag(A lr . ，入 证明： 矩阵级数 | 
对角矩阵： _ 

£ TT = diae ( e '.-、 e 、). 


收敛并且也 S —个 


(对 应于 fc = 0的项约定为单位矩阵 • i .) 

1. 设 £) 为一个 n x n 单位矩阵， n = diag Ui ,-- - ,\ n )- 若矩阵级数£ c k D k 收敛，证明: 


^ Cfc D fc =dUg 


(Y1 ^ u --- , Y, c *4) ■ 


12. 设矩阵级数 £ C 7 fc 收敛，其中各 Cfc 为 n x n 矩阵. 证明： 若 A 与 B 为使乘积 AC k B 有意义的 
矩阵，则矩阵级数# ( AC k B ) 也收敛并且其和为矩阵 A B . 


9.5 指数矩阵 


利用定理 9.2 的判别法容易证明矩阵级数 


对任意实矩阵或复矩阵都收敛（对应于= 0的项为单位矩阵 J). 各项的范数满足 
不等式 M 萼4 

此处 a = ||A||. 由于级数# g 对任意实数 a 都收敛.因此由定理 9.2 即得矩阵级 
数 (9.12) 对任意方阵4都收敛. □ 

定义》.3(指教矩阵）对任意 nxn 实矩阵或复矩阵由收敛级數 （9.12) 所 


.1 matrix ) 并记作 e A . 口 

/,此处 O 为零矩阵.关于指数矩阵的进一步性质将借助 


1作指数矩阵 (exf 
由上述定义韦 
F 微分方程展开泛 


9.6 所满足的微分方程 


设 t 为实数，4为 n x n 矩阵，令£⑷为由 



由指数矩阵的定义有 

/的 （ w )- 元，贝 ij 的 ( ijy 元是因此由矩阵级数的3 

( 9 

右边的各元素都是 * 的幂级数,它们对所有 t 都收敛，因此对所有< 
并且由求导后的级数 

E 明了导数於⑷的存在性并且由矩阵级数 

_ = §年 = (|¥ 卜聊 1 

S 最后一式中我们用到了性质 A ^ 1 = A k A . 由于 A 与交換， E 
= AA k f 由此得 E '{ t ) = AE { t ). 即得定理， 

证明也指出了 与 A 可交換. 


矩阵微分方程 F \ t ) = AF ( t ) 的解的唯一性定理 

中，我们要证明一个刻划矩阵微分方程 F'(t) =4F ⑷的所有解的 f 
理.这个定理的证明用到下述定理. 

.4(e tA 的非奇 异性） 对任意 n x n 矩阵 A 和任意纯量我们都? 

^ tA Q - tA = I, (9 

.非奇异矩萍而且它的逆矩阵是 e-^. 

令 i 7 为由 

F { t ) = c lA er tA 

阵函数，其中 f 为任意实数.我们通过证明导数 F '( t ) 为零矩阵来 i 
:矩阵.对 f 求导，由于4与可交换.因此由乘积的求导法则2 



F '( t )^ i , tA ( o- tA Y + ( e tA Ye- tA 
= e 也-， 十也 
--Ae^e-^ + Ae^G- 1 " 1 

= o. 

于是由零导数定理得 F 是一个常数矩阵.又由于 F(0)= e°e ° = /,因此对所有 
t 都有 F(0 = /,即得等式 (9.14). □ 

定理 9.5 (唯一性定理）设4为给定的 n x 71常数 短阵， B 为给定的 n x m 
常数矩阵，则微分方程 

F，(t) = Am 

的对所有实数 t 鄣满足初始条件 

F(0) = B 

的解为71 xm 矩阵函数 

F ( t ) = e lA B . (9.15) 

证明首先我们易知是一个解.现在设 _F 为任意一个解，考虑矩阵函数 
G { t ) ^ c ~ tA F { t ). 

两边求导数得 

G '( t ) = ^ tA F '( t ) - A 9 - tA F { t ) = e ~ tA AF ( t ) - c ~ iA AF { t ) = O . 

从而 G ( t ) 是一个常数矩阵，因此 

G { t ) = G(0) = F(0) = B , 

即 e ~ tA F { t )= B .. 两边同乘以 e £A . 由恒等式 (9.14) 即得 
F ( t ) = a tA B . , 

因此解唯一，即得定理. 口 

注同理可证 F ( t ) = Be^ 是初值问题 

F '( t ) = F ( t ) A , F (0) ^ B 

的唯-解，此处 F ⑷与5为 m x n 矩阵而 A 为 n X «• 矩阵. 

9.8 关子指数矩阵的指数律 

指数律井不是对所有矩阵指数都成立的, 9.11 节习题13给出了 
这样的一个反例\然而不难证明，当矩阵 A 与 B 可交换时指 数律一 定成立. 

定理 9.6 设4与 B 是两个可交换的 nxn 矩阵： AB = BA , 0'! 

e^e s =e" 4+B . (9.16) 

证明由得 

A 2 B ^ A { BA ) = { AB)A = ( BA ) A ^ BA 2 , 





































下面我们 3 









































10 章逐次逼近法 


10.1 引 言 

,我们用到过微分方程解的存在唯一性 
?在唯一性定理的证明.逐次逼近法是 - 


疗程的 研究.1890年， Emile Picaxd(1856—1941) 进一步氺 
的情形.为纪念 Picard 的基础性贡献，有的作者将这彳 
次逼近法不但有理论上的意义，而且在某些情形下可 


在齐次线性方程组 Y '{ t ) = A ( t ) Y ( t ) 中的应用 


















D = ^( i ) r (() 

在 J 上至多存在一个满足给定初始条件 Y ( a ) = B 的解- 

证明设 K 与 Z 为在 J 上的两个解. 今 . h 为 J 的包含 a 的任一有界闭子 
区间. 我们要证明对 A 中任意一个 z 都有 Z { x ) - Y ( x ), 由此即得在全区间 ■/上 
^ Z ^ Y . 

由于 y 与 Z 都是解，因此 

Z '{ t )- Y '{ t )^ A { t ){ Z { i )- Y { t )}. 

在 A 中选取 I ：并对上式两边从 a 到 I 积分，由得 
Z { x )- Y { x ] = [ A ( t ){ Z ( t ) - V ( t )} dt . 

由此即得不等式 ° 

||则 - Y ( x ) W ^ M ^£ _ - V ( t ) l | dt |, (10-10) 

其中 M 是 j | A ⑷ II 在■/ i 上的一个上界.令吣为 A 上连续函数11 z ⑷- r ( i )|| 
的一个上界.由不等式 （10.10) 得 

112-(3：)- r(^)|i ^ MMilx - al ， (10.11) 

将不等式 (10.11) 用于不等式 (10.10) 的右边得 

\\ z [ x ) - Y ㈤ IK |/、 — ra i dt | = 

由归纳法得：对每一个 r 会1都有 ° 

(10.12) 

当 T — oc 时上式右边趋于0,因此 \\ Z { x ) - V ( a ;)|| =0,从而 Z { x ) = Y ( ar ) t 完成证 

明. □ 

将定理 10.1 与定理10,2相结合即得下述存在唯一性定理. 

定理 10.3 设 A ( t ) 为在开区间 J 上连续的 nxn 矩阵函教.若 a e J 且 B 
是任一 nxm 常数矩阵，则齐次线性微分方程组 

，)=翊邱)， V ( a ) = B 

在 J 上存在且只存在一个 n.xm 銥阵解 □ 

10.4 用于一阶非线性方程组的逐次通近法 

逐次逼近法也可以应用于某些非线性微分方程组.考虑形如 

(10.13) 

的一阶微分方程组，其中 F 是给定的 nxm 矩阵函数, T 是待确定的 n x m 未知 
矩阵函数.我们要寻找对某个区间 J 中的每一个 f 都满足方程 
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定义/上的71 xm 矩阵函数 yil y 2 t …- 为使这个递推公式有意义，我们需要确定对 
每一个 ze / 都有 （ Ah ㈤ ） eS . 由归纳法可以很简舉地证明这一点.当 fc = 0 时 
我们有 （A yoW ) = (^ B ) e 5. 今设对某个 fc 与所有 x € /都有 （a Y k ( x )) e S . 
由 （10.16) 与 (10.15) 两式得 

|^|[F[f ； r fc (f)]||dt| =iU|^-a|. 

由于对 w e I m \x - a \ ^ L . 因此得 

由此可知对每一个 X e 7 都有 € s. 因此递推公式对每一个 it > o 与 
每一个 x & I 都有意义. 


现在可以和 10.3 节完全一样来确定序列 { V fc ( ar )} 的收敛性.将 Vi ( x ) 表成下 
述 形式： 

v fc (3：) - 

再通过证明无穷级数 r 


在/上收敛而推出当 fc 
条件，由归纳法可得 

IlUaO— ㈤ IK 

由此即得级数 

YJY T + I { x )- Y r { x )\\ 
的收敛性.于是，对 ： re 可由 


时， r t (^) 趋于一个极限.利用递推公式和 Lipschitz 


来定义极限函数 y . 和线性的情形完全一样：可以验证 Y 满足积分方程 
Y ( x ) ^ B + £ F [ t , Y ( t )] dt . 

由此证明了解的存在性.再用和证明定理 10.2 相同的方法可以证明唯一性. □ 


10.6 习 题 

考虑钱性初值问题 s/ + y = 2#. 当 ar = 0时 J/ = 1. 

(a) 求这个一阶线性徹分方程的精确觯 








*10.8 


为了从 ~个 一般的形式给 
较方便的.设 *5 为任意一个线性空间. 
— 个元素 y 逼近时，我们考虑差 t 一 


||X|! = (X,X)V2. 不过我们也对不是 A 
在一般意义下的范数的定义. 

定义(范数）设 S 为任意线性? 


⑷对任意 : r € 5,都有 N ( x ) > 











得 


|T(^)(x) - 咖 +1 (: r ) 卜 |r ⑻ ㈤ -r(^0(;c)K a|¥=(x) - 队 ㈤ I- (10-25) 

但由 <10-19) 与 (10.24) 两式我们有 




I 外十 1(4 -<Pk{^)\ 


客 :' 


在上式的最后一步我们用了不等式 (10.21). 因此由 (10.25) 即得 


陶㈦ i i+1 WK 


. M p: k + K 


当 r* — cc, 上式右边的级数趋于0,因此的 1+1 ㈦— T{^)(^). 但由于当 n — oc 
时— 因此我们证明了对每个 ：c e J 都有 v (岣二 r(^)(x). 于是 
p = r(d， 即 p 是一个不动点. 

最后，我们来证明不动点 W 的唯一性.设咕为 C ( J ) 中另一个函数，使得 
T(i>) = i，. 则我们有 


II * - 训 | = || r ㈣ - T ( V 0 K - 傅 

由此得 （1 - a)||^ - VII < 0,再由 q < 1即得不等式 ||p — 利I矣 0. 于是再由 
11^ -别I 30即得 lb - 别 | = 0,从而V =办由此即得不动点定理. 口 

no.ii 不动点定理的应用 

前面已经指 m ，不动点定理给出了关子线性微分方程组的一个一般的存在唯一 
性定理.为说明它应用的广泛，我们用不动点定理证明分析中的两个重要结果.第 
一个结果给出了一个形如 /Or, y) =0的方程可以将 y 定义为 x 的函数的一个充分 
条件- 

定理10. 6 (喼函数定理）设/为定义在矩形带 

R = {{*,?/) : a < I < i?,-oo <y < 十 oc} 

上的二元函数.假定搞导数 D 2 /(;c,yf 存在且对 _R 中所有的 （ij) 都满足一个形 
如 

0< m ^ D 2 f ( x , y)^M (10.26) 

的不等式，其中 m 与 M 为正常數， m < M. 再设对每一个在 [a, 6] 上连续的函數 
V ,复合函数3㈣ = / WWW] 在队6]上也连续.则存在唯一的一个在上连续 
的函數 y = y(；c), 使得对所有: ce [a, 6] 南有 

/ [1,^ = 0. (10.27) 


① D 2 /( e , s ,) 表示； c 固定 a 夂/(1.3,)关 +p y 的导数. 











































































